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In urmitoarele doud capitole prezentim pe larg retelele neurale de tip forward (cu
propagare Inainte). Vom incepe cu introducerea unui model elementar de retea cu
un singur strat, denumit perceptron, utilizat cu precadere in aplicatii de clasificare
si vom continua cu prezentarea retelelor multistrat denumite Multilayer Perceptron
(MLP), respectiv Radial Basis Functions (RBF). Ambele tipuri de sisteme
reprezintd in prezent solutiile folosite cel mai des in rezolvarea unor categorii
extrem de largi de aplicatii practice, care vor fi ilustrate prin exemple specifice.
Motivatia fundamentald o reprezintd asa-numita capacitate de aproximare
universala a acestora potrivit careia, in anumite conditii, orice functie neliniara
multidimensionald se poate aproxima in limitele unei tolerante oricat de mici. Vor
fi trecute 1n revista o serie de aspecte teoretice care justifica afirmatia anterioara,
precum si elemente de ordin practic, utile in proiectarea unor retele neurale de acest
tip si configurarea corectd a unor experimente concrete. Nucleul prezentarii din
acest capitol 1l constituie familia de algoritmi de Invatare specifica retelelor MLP,
denumita generic backpropagation (cu propagare inversa a erorii). Mai mult, vom
insista asupra aspectelor legate de asigurarea capacititii de generalizare,
fundamentala pentru utilizarea cu succes a oricarui tip de retea neurala.

5.1 Perceptronul

Majoritatea specialistilor sunt de parere ca anul 1943 constituie momentul de
inceput al cercetarii moderne in domeniul retelelor neurale, marcat de aparitia catorva
lucréri de referintd. Un loc aparte il ocupa lucrarea “A logical calculus of the ideas
immanent in nervous activity” a cercetatorilor americani McCulloch si Pitts in care
este introdus un model simplu al neuronului, privit ca element de procesare individual.
Inspirat in mare masurd de aspectul biologic real, dar caracterizat de simplificari
majore, modelul va sta la baza multora dintre structurile complexe studiate mai tarziu.
In Fig. 5.1 se prezinta schema-bloc a modelului, descris de relatia de legatura intrare-
iesire [76]:

N (5. 1)
N 1, pentru Z‘}Wixi[n]+9 >0
Y1) = | 2 wixiln] +0| = Ty
i=1 -1, pentru Zwixi[n]+0 <0
i=1
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Fig. 5.1: Retea neurala de tip perceptron

Dupa cum se observa, modelul propus este discret, cu intrari binare si cu o functie
de activare de tip comparator cu prag (Fig. 2.2). In plus, ponderile w; pot lua numai
una dintre valorile = 1, dupa cum efectul intrarii corespunzitoare este excitator sau
inhibitor. Interesant de observat este faptul ca, desi extrem de simplu, acest model
permite totusi implementarea functiilor logice elementare NAND si NOR, pe baza
carora se pot sintetiza functii logice combinationale, iar folosind posibilitatea de a
obtine celule de intdrziere cu un tact se pot construi §i circuite secventiale.
Restrictia la valori binare ale intrarii si mai ales ale ponderilor (care sunt fixate la
valori constante, fara posibilitatea de modificare in functie de performantele retelei),
precum si tipul functiei de activare, alaturi de necesitatea de functionare sincrond a
retelelor construite din astfel de neuroni elementari constituie limitiri majore ale
modelului McCulloch-Pitts, care au impus aparitia unor solutii superioare. Un
exemplu semnificativ in acest sens 1l constituie perceptronul, introdus in 1958 de catre
Rosenblatt, denumire atribuita unei retele neurale elementare utilizate in aplicatii de
clasificare [155]. Modelul McCulloch-Pitts suferd o modificare esentiala, atit datele
de intrare cét si ponderile putand capata orice valoare reald. Cu toate acestea, gama de
aplicatii a unor retele formate dintr-un singur strat de astfel de neuroni elementari este
in continuare restransd numai la probleme de clasificare in care datele de intrare sunt
liniar separabile'.

Existd doua modalitati de obtinere a valorilor vectorului de ponderi W care sa asigure
o functionare corecta a clasificatorului de tip perceptron:

! Clasele distincte sunt separate prin asa-numite suprafete de decizie. Pentru

determinarea acestora reteaua evalueaza un set de functii de discriminare gi(X).
Clasele se numesc /iniar separabile daca aceste functii sunt de forma gi(X) = WX.
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« calculul direct al suprafetelor de decizie (care separa clasele adiacente) pe baza unor
informatii disponibile a priori referitoare la natura si apartenenta datelor de intrare

* determinarea suprafetelor de decizie In urma unui proces de invatare supravegheatd,
conform unui algoritm adecvat.

Fara indoiala ca aceasta din urma varianta este de preferat in cazul unui numar sporit
de clase distincte si/sau a unui numar mare de date de intrare. In acest context, meritul
istoric al retelei neurale de tip perceptron constd tocmai in elaborarea unui mecanism
de adaptare a valorilor parametrilor sistemului (interconexiunile dintre neuroni si
valorile de prag ale functiei de activare) a carui convergenta a putut fi demonstrata
riguros.In varianta initiala, functia de activare aleasd pentru neuronul individual a fost
a unui simplu perceptron (discret) in vederea clasificarii corecte a unui set de date 1n 2
clase distincte este asiguratd de o binecunoscuta teorema de convergentd elaborata de
Rosenblatt [155], bazata pe utilizarea algoritmului din Tabelul 5.1.

Tabelul 5.1: Algoritmul de invatare al perceptronului

Variabile si parametri:

Vectorul de coeficienti la iteratia n: W(n]=[ 6 wi[n] wa[n] ...wp1[n] ]
Vectorul de intrare la iteratia n: X[n] =[-1 x;[n] x2[n] ... xp1[n]"
Raspunsul dorit la iteratia n: D[n] € {1, -1}

Valoarea iesirii retelei la iteratia n: Y[n] € {1,-1}
Constanta de invatare: 0<n<l1

Initializare:

Valoarea initald a coeficientilor: W][0] (tipic = 0)

Calcul iterativin=1, 2, ...

Se calculeaza iesirea la iteratia n: Y[n] = sgn {W[n]"X[n]}

Se adapteaza valorile ponderilor: Wn+1]=W[n] +n{d[n] - y[n]} X[n]

Se pot face o serie de observatii 1n legatura cu algoritmul prezentat:
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» numdrul de iteratii necesar asigurdrii unei clasificéri corecte depinde de constanta de
adaptare si de succesiunea datelor folosite in etapa de antrenare

* ponderile se modifica numai daca apar clasificari gresite

* coeficientul de invatare este constant

Perceptronul cu functie de activare de tip comparator s-a dovedit Insé incapabil sa
rezolve probleme de clasificare relativ simple, in cazul in care clasele erau
neseparabile liniar. In 1969, Minsky si Papert publicau lucrarea Perceptrons, in
care demonstrau esecul algoritmului de mai sus in rezolvarea asa-numitei
"probleme XOR" ? (problemi de clasificare in 2 clase distincte definiti pe baza
tabelei de adevar corespunzatoare functiei logice SAU-EXCLUSIV, prin care se
cere ca perechile de date (-1,-1), (1,1) sa fie asociate unei categorii, iar perechile
(1,-1), (-1,1) celeilalte categorii). Mai mult, autorii isi exprimau convingerea
(dovedita mai tarziu nejustificatd) ca aceastd lipsd de eficacitate se regaseste si in
cazul retelelor de tip perceptron multistrat.

O modificare importantd a modelului prezentat mai sus o constituie considerarea
unei functii de activare derivabile, monoton crescitoare, de tip sigmoidal (Fig. 2.2):

1 (5.2)

—ax

fx) =

1+e

O asemenea optiune este importantd nu numai pentru cid sugereaza utilizarea unor
tehnici de adaptare binecunoscute in vederea obtinerii valorilor parametrilor
retelelor neurale cu un singur strat (din categoria celor prezentate in Capitolul 2),
dar mai ales pentru cd a permis aparitia unei clase de algoritmi foarte puternici
pentru antrenarea retelelor de tip perceptron multistrat, capabile s rezolve un
numar insemnat de aplicatii extrem de interesante, printre care si clasificarea
corectd a unor date care fac parte din clase neseparabile liniar.

Determinarea valorilor optime ale parametrilor retelelor cu functie de activare
continud §i derivabild (in particular a celor liniare, analizate in Capitolul 3)
urmareste in general minimizarea unei functii de eroare convenabil aleasd J(W).
Dintre metodele posibil de adoptat, majoritatea cercetatorilor opteazd pentru
tehnica scaderii dupa gradient (gradient descent), potrivit careia modificarea la un
moment dat a unei ponderi oarecare w; se efectueaza pe directia dupa care functia
de eroare prezintd scaderea cea mai accentuata:

? Generalizarea o reprezinta problema paritdtii, in care iesirea retelei trebuie si fie
1 sau -1 dupa cum numarul de biti egali cu 1 din vectorul binar aplicat la intrare este
par sau impar.
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oJ[n] (5.3)

Awj[n] = —n——=—
ow;[n]

unde m este o constanti reald si pozitiva. In cazul retelei neurale de tip perceptron cu

functie de activare sigmoidala, utilizdnd o functie de eroare pétratica se poate scrie:

5.4
Jln] = %(d[n]—y[n])2 - %{d[n]—f(WT[n]X[n])}z -4

in care marimile care intervin au aceeasi semnificatie ca in Tabelul 5.1 si, in plus,
s-a presupus cd a fost luatd in consideratie n calculul erorii prezentarea unei
singure perechi de date intrare-iesire (in mod normal, eroarea totala rezulta prin
sumarea erorilor individuale corespunzatoare prezentarii intregii baze de date avute
la dispozitie). Din relatiile anterioare rezulta:

oJ , , (5.5)
o~ dlnl=ynlif (@Xin] = olnlf (@) X{n]
1
M-1
in care am notat prin a= Zwixi semnalul total aplicat la intrarea neuronului de
i=0

iesire (activarea neuronului), iar prin [n] eroarea instantanee (aceasta notatie o
vom regasi mai tarziu §i in cazul retelelor multistrat, in particular pentru
exprimarea corectiei aplicate ponderilor aferente neuronilor plasati in straturile
ascunse ale retelelor multistrat).

Observatie: spre deosebire de algoritmul descris In Tabelul 5.1, in aceasta
situatie ajustarea ponderilor se produce chiar si in cazul unei decizii corecte
de clasificare. Ca urmare, se poate arata ca perceptronul cu functie de
activare continud nu garanteaza Intotdeauna clasificarea corecta chiar pentru
cazul simplu al unor clase liniar separabile [180].

5.2 Retele de tip perceptron multistrat

Pentru a elimina neajunsurile specifice modelului de tip perceptron putem actiona
in doua directii distincte, anume: a) a lasa nemodificata arhitectura cu un singur
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strat, dar a folosi functii de activare mai complicate pentru neuronul elementar; b) a
modifica arhitectura sistemului, prin introducerea unor straturi suplimentare,
pastrand modelul de perceptron standard pentru neuronii individuali. Posibile
solutii pentru prima categorie pot fi considerate aga-numitele modele de ordin
superior, printre care neuronii de tip sigma-pi [157], sau cele inspirate de
descompunerea de tip Volterra [24]. A doua varianta reprezinta de departe solutia
folositd in majoritatea aplicatiilor practice, sub forma unor arhitecturi cu 2 sau 3
straturi, ca in Fig. 5.2.

Dupa cum s-a mai aritat, succesul unor asemenea sisteme se datoreaza in principal
capacitatii demonstrate de a aproxima in limitele unei tolerante oricat de mici orice
functie neliniard, oricadt de complicata, fara a impune constrangeri de modelare.
Inainte de a trece in revistd principalele rezultate teoretice referitoare la acest
aspect, este interesant de a oferi o imagine intuitivd asupra modalitatii de
reprezentare a informatiei in retele neurale multistrat. Astfel, sa considerdm o retea
cu 3 straturi, avand neuroni cu functie de activare de tip sigmoidal in cele doua
straturi ascunse, respectiv functie de activare liniard in stratul de iesire. lesirea
unuia dintre neuronii plasati in primul strat ascuns (considerat ca avand numai 2
intrdri, pentru a permite reprezentarea grafica) aratd ca in Fig. 5.3a. La intrarea
neuronilor plasati 1n stratul al doilea se formeaza combinatii liniare ale unor astfel
de suprafete. Considerand doua dintre acestea, cu aspect asemandtor dar usor
deplasate una fatd de alta, obtinem o suprafata ca in Fig. 5.3b.

Ponderi (sinapse)

Strat de
intrare

Strat de
iesire

Straturi ascunse

Fig. 5.2: Retea de tip perceptron multistrat (MLP) cu 3 straturi
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Fig. 5.3: Reprezentari interne ale neuronilor din straturile retelei MLP

In continuare ne putem imagina combinatii ale suprafetelor obtinute, avand
orientdri diferite, astfel incat ajungem la reprezentarea din Fig. 5.3c. Reaminitim ca
o reprezentare din aceastad categorie corespunde intrarii In neuronii din stratul al
doilea, dotati de asemenea cu functie de activare sigmoidald, astfel incat iesirea
unui astfel de neuron se va prezenta ca in Fig. 5.3d. Nu mai ramane decat sa
sumam un numar suficient de mare de astfel de “varfuri” la nivelul stratului de
iesire pentru a obtine in final aproximatia functiei dorite. Sigur ca acest mod de
operare este unul intuitiv, insd ilustreaza sugestiv posibilitatea ca prin combinatia
liniara a unor raspunsuri individuale bine localizate sa putem modela functii
neliniare foarte complicate. Acest principiu va fi regdsit mai tarziu In cazul
retelelor neurale de tip Radial Basis Functions.

Interesant de remarcat este cd pe baza unor considerente tot de natura geometrica
se poate justifica capacitatea sporitd de modelare a unor retele multistrat nu numai
din perspectiva aplicatiilor de regresie, ci si a celor de clasificare. Astfel, in Fig. 5.4
se prezintd tipurile de suprefete de decizie construite cu retele multistrat avand
functie de activare de tip comparator, respectiv de tip sigmoidal.
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Fig. 5.4: Tipuri de suprafete de decizie construite cu retele MLP

5.2.1  Teoreme de aproximare universald

La sfarsitul secolului al XIX-lea celebrul matematician german D. Hilbert a reunit
un set de peste 20 de probleme incd nerezolvate, lasandu-le drept “mostenire”
viitoarelor generatii de matematicieni. Una dintre acestea, cea de a treisprezecea, se
referea la posibilitatea ca o functie de mai multe variabile sa poata fi exprimata prin
combinatia unor functii avand mai putine variabile (in particular, Hilbert enunta
parerea ca existd functii de 3 variabile care nu se pot exprima sub forma unei
combinatii de functii de numai 2 variabile). Un rdspuns cu caracter general a fost
dat de catre matematicianul rus Kolmogorov in anii ’50, care a demonstrat ca orice
functie continua de mai multe variabile cu domeniu de definitie Inchis i marginit
poate fi reprezentatd ca o combinatie finitd de functii de o singura variabila [76].
Cu toate ca importanta practicd a acestui rezultat in contextul teoriei retelelor
neurale este limitatd’, in literaturd se face deseori sublinierea potrivit cireia
metodologia de aproximare a unei functii neliniare oarecare prin intermediul unor

retele de tip feedforward multistrat reprezinta “traducerea in practica” a teoremei
elaborate de catre Kolmogorov.

‘-’“

3 Limitdrile teoremei formulate de citre Kolmogorov se referd pe de o parte la
necesitatea de a utiliza un numar fix de functii de o singura variabila, pe de alta
parte la dependenta acestei functii de natura particulard a functiei multivariabile
aproximate.
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Doua sunt tipurile de rezultate de interes 1n privinta capacitatii diverselor tehnici de
aproximare: a) aproximarea universala, care se refera la posibilitatea de a aproxima
orice functie continud cu un grad de acuratete oricat de ridicat; b) capacitatea de a
oferi cea mai buna aproximare posibila (best aproximation capability), in sensul ca
din totalitatea de functii posibil de furnizat de catre o metoda data, existd una
situata la cea mai mica distanta fatd de functia supusa procesului de aproximare.
Existd un numar apreciabil de articole care demonstreazd capacitatea de
aproximare universald a retelelor multistrat [52], [85], [86]. Astfel, In [52] se
demonstreaza ca orice functie continua poate fi aproximata folosind o retea neurala
de tip MLP cu un singur strat ascuns, ai carui neuroni au functie de activare
sigmoidald. Mai mult, in [85] se extinde valabilitatea rezultatului anterior la functii
de activare mult mai generale, care trebuie doar sa indeplineascé conditiile de a fi
continue §i marginite. De asemenea, in [33] se demonstreaza cd proprictatea de
aproximare universald este Indeplinitd pentru toate functiile de activare diferite de
cele polinomiale.

demonstreaza ca retelele MLP standard nu posedd aceastd capacitate, pe cand

retelele de tip Radial Basis Functions (RBF) — care implementeaza tot arhitecturi

feedforward, cu un singur strat ascuns, dar avand functii de activare diferite de cele
sigmoidale (de exemplu, de tip gaussian) — prezintad aceasta proprietate.

Mai mult, existd aplicatii practice precum controlul robotilor sau rezolvarea

ecuatiilor diferentiale, in care este necesara aproximarea simultand atat a unei

functii neliniare oarecare cat si a derivatei de ordinul I a acesteia. In [86] este
abordata aceastd problema si sunt indicate conditiile ce trebuie satisfacute pentru ca
acest fapt sa fie posibil.

Exista o serie de aspecte importante ce trebuie subliniate in contextul subiectului

abordat:

- proprietatea de aproximare universald implica, printre altele, posibilitatea ca
retelele multistrat sd poata fi utilizate in aplicatii de clasificare, in care rolul
functiei ce trebuie aproximate este jucat de asa-numitele suprafete de
discriminare (care separd elementele apartindnd unor clase distincte). De
asemenea, se pot utiliza in scopul modelarii densitatilor de probabilitate in
raport cu care se efectueaza operatia de clasificare [24].

- calitatea aproximarii, numdrul de parametri ai retelei neurale si dimensiunea
bazei de date avute la dispozitie sunt interdependente. in [18] se formuleazi
analitic aceastd dependentd, iar in [19] se demonstreazd cd eroarea de
aproximare scade invers proportional cu numarul de neuroni din stratul ascuns.

- calitatea aproximarii furnizate de cétre o metoda oarecare, in particular de catre
o retea neurald, depined de precizia cu care se efectueaza calculele. Datorita
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caracterului finit al acesteia, o serie de proprietati demonstrate teoretic in
conditiile unei precizii de lucru infinite isi pierd relevanta [182].

- rezultatele teoretice enumerate anterior nu oferd de reguld si solutii
constructive care sa indice care este arhitectura adecvatd (numar de straturi,
numar de neuroni pe fiecare strat) rezolvarii cu suces a unei probleme de
aproximare data. In practica se folosesc de multe ori metode empirice, bazate
pe simuldri extensive folosind arhitecturi de dimensiuni variabile sau se face
apel la una dintre cele 2 categorii de tehnici prezentate in Capitolul 4 capabile
sd confere capacitate de generalizare sporita.

- tipul particular al algoritmului de invatare influenteazd natura concretd a
dependentei functionale intare-iesire implementate de cétre o retea neurald in
decursul procesului de antrenare. O imagine intuitivd putem capaita
inchipuindu-ne mecanismul de invatare ca pe un traseu parcurs pe un relief
reprezentand functia de eroare definitd prin compararea raspunsului dorit cu cel
real al retelei neurale. Relieful este reprezentat intr-un sistem de coordonate
definit de parametrii retelei, iar obiectivul urmarit este atingerea valorii minime
a acestuia. In orice punct de pe traseu coordonatele acestuia definesc de fapt o
relatie intrare-iesire particulard, care aproximeaza mai bine sau mai rau functia
doritd (precum o bucatad de tabld care, dupa fiecare loviturd aplicatd cu un
ciocan, se apropie progresiv de forma doritd). Cele mai multe tehnici de
cautare (in particular, binecunoscuta familie de algoritmi denumitd
backpropagation) urmeaza directia definitd de gradientul functiei de eroare,
astfel incat, In realitate, iesirea retelei neurale nu va putea defini chiar orice
functie posibila (cu alte cuvinte, relieful avut la dispozitie nu va fi explorat in
intregime, ci vor fi urmate numai anumite “carari”’, dependente de punctul de
pornire). Intuitiv, ca o bucatd de tabla si capete forma unei portiere auto nu
este necesar ca aceasta sa fi capatat temporar forma unei capote!

Existd o serie de probleme concrete care apar in studiile teoretice referitoare la
capacitatea de aproximare universald a retelelor neurale, pe care le vom trece in
revista in cele ce urmeaza. Deoarece justificarea (inclusiv definitiile!) acestora
presupun utilizarea unui aparat matematic specializat si, de reguld, dificil de
urmarit de catre un nespecialist, prezentarea va fi sumard si concentratd pe
concluziile utile din punct de vedere practic.

Pentru simplitate si in acord cu majoritatea lucrarilor referitoare la acest subiect, ne

vom referi numai la retele de tip feedforward cu un singur strat ascuns si avand un

singur neuron in stratul de iesire, cu functie de activare liniara. Astfel, iesirea unei
retele neurale avand n neuroni in stratul ascuns cu functia de activare ¢(.) si care
primeste la intrare vectorul X € R” va fi:
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n (5. 6)
Y(X) = D app(wi *X+by)
k=l

unde {w;, € RP} si {ax € R} desemneazad seturile de ponderi corespunzitoare
stratului ascuns, respectiv celui de iesire, iar {by € R} reprezinta valorile de prag
asociate functiilor de activare ale neuronilor din stratul ascuns. Clasa functiilor de

tipul (5. 6) o vom nota compact sub forma N b, pon - Este necesard introducerea

prealabild a unor definitii:

- Distanta: Aceastd notiune este fundamentald pentru a aprecia acuratetea
aproximdrii. in cele mai multe aplicatii suntem interesati ca modelul folosit sa
asigure o calitate bund a aproximarii in fiecare punct X apartindnd unui
domeniu compact K — RP, astfel incat putem folosi asa-numita distanta
uniforma dintre douad functii:

d(f,g) = sup | f(x)—g(x)| (5.7)
XeK

Alteori suntem interesati de aprecierea calititii medii a procesului de
aproximare, astfel incat putem folosi distante de tip L":
1 (5. 8)
A =| [ | F 0= dut) |7 =[7 ]
RP

unde 1< p < oo, u(X) este 0 masura asociata domeniului de intrare, iar norma
unei functii este definita prin relatia:

1 (5.9)
=] o 1/l ) |

- Densitate: Aspectul fundamental referitor la caracterul dens al reprezentérii pe
un domeniu compact K — R” folosind clasa N ¢, p,n feprezintd suportul mai

multor demonstratii raportate in literaturd in acest context. In principiu,
folosind diverse instrumente teoretice, se identifica natura proprietatilor pe care
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trebuie sa le aiba functia de activare ¢(.) astfel incat, pentru orice functie
continua f € C(RP) si orice € > 0, sd existe g € N ¢, p,n CU proprietatea:

max | /(X)-g(X)|<& (5. 10)
XekK

Tinand cont de definitiile anterioare au fost demonstrate o serie de teoreme
riguroase, dintre care amintim:

Teorema 1 ([85]): Daca ¢(.) este continua, marginitd si nu este constantd,
atunci clasa de functii Ny, p,neste densa in C(X) pentru domenii de

definitie compacte K < R’ (C(X) desemneaza spatiul functiilor continue pe
X).

Teorema 2 ([52]): Daca ¢(.) este continud (dar nu neaparat monotona),
atunci clasa de functii Ny, p,neste densa in C(X) pentru domenii de

definitie compacte K — R’.
Rezultatul avand caracterul cel mai general este formulat astfel:

Teorema 3 ([33]): Setul N ., p,n Ste dens in C(R") (din punctul de vedere

al aproximarii pe domenii compacte K < R” ) daca si numai daca functia ¢
nu este polinomiald.

O explicatie imediata a conditiei din cuprinsul teoremei anterioare este legatd de
caracterul finit al gradului unui polinom care ar juca rolul functiei ¢(.). Ca urmare,
o reprezentare de tipul (5. 6) ar corespunde la randul ei tot unui polinom cu grad
finit, iar multimea tuturor polinoamelor de grad finit nu este densa pe un domeniu
compact K < R”.

Aceste rezultate reprezintd pur §i simplu expresii teoretice ale capacitatii de
aproximare pe care o posedda modelul descris de relatia (5. 6), insd nu indica si
modalitatea practica de a obtine aproximatia dorita.

Desi cele mai multe analize teoretice conduc la concluzia ca functia de activare ¢(.)
trebuie sd fie marginitd (iar unele demonstratii ingusteazd si mai mult clasa
functiilor posibil de utilizat la functii continue si monotone) se poate ardta ca exista
si functii nemdrginite pentru care proprietatea referitoare la densitate se mentine
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(de exemplu, functia ¢(t) = ¢'). In acelasi context, meritd mentionati si justificarea
riguroasd a observatiei potrivit cdreia este suficient ca aspectul densitatii de
reprezentare s fie abordat numai pentru aproximarea functiilor de o singura
variabila [33].

- Complexitate: acest aspect se refera la estimarea numarului de neuroni din
stratul ascuns capabil sa ofere aproximatia unei functii date f € C(RP) in
limitele unei tolerante predefinite € > 0, in particular la modalitatea in care
dimensiunea necesara a retelei este influentatd de alegerea functiei de activare
¢(.). Un rezultat des citat in literaturd a fost prezentat in [18], potrivit caruia
eroarea pdtraticd (generati de norma L?) este marginitd inferior de valoarea:

O(lj+0(nplogNj (5.11)
N

n

in care n este numarul de neuroni din stratul ascuns, p este dimensiunea vectorilor
de intrare si N este numédrul de exemplare care formeaza baza de date disponibila.
Acest rezultat important poate fi pus in corespondentd cu formula fundamentala
prezentata in Capitolul 4 referitoare la asa-numita descompunere bias-variance
[65]: primul termen (de tip bias) defineste eroarea de aproximare si exprima
imposibilitatea ca o retea neurald cu un numar finit de parametri sd asigure
modelarea perfecta a unei functii necunoscute oarecare, iar al doilea termen (de tip
variance) reprezintd efectul utilizarii unei baze de date de dimensiune finitd. Un
aspect interesant se referd la indicarea unei maniere constructive de a sintetiza
reteaua neurald, addugand rand pe rand cate un singur neuron care sa ofere cea mai
buna aproximare nu pentru functia originald, ci pentru functia care defineste
eroarea de aproximare (obtinutd ca diferenta dintre functia originald si aproximatia
oferita de arhitectura curenta a retelei).

Dintr-un alt punct de vedere, aspectul legat de complexitatea procesului de
aproximare se refera la relatia dintre volumul de calcul necesar si numarul total de
parametri ai modelului utilizat. Intr-o serie de lucriri se demonstreazi cd ajustarea
parametrilor unei retele neurale cu arhitectura fixa nu poate fi realizatd Intr-un
interval de timp care sd depindd polinomial de numadrul total de parametri ai
modelului (ca terminologie, se spune ca o astfel de problema este NP-completa).

In finalul acestui paragraf trecem in revistd sumar o serie de alte aspecte de interes
referitoare la capacitatea de aproximare a retelelor neurale, unele dintre acestea
avand si o importantd conotatie practica:
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- dupa cum s-a mentionat anterior, multe dintre demonstratiile intalnite in
literatura au caracter existential, in sensul ca justifica riguros capacitatea de
aproximare universald fara a indica si modalitatea concreta prin care se poate
construi o retea adecvatd unei aplicatii practice concrete. O exceptie in acest
sens intalnim in [33], [34], studii care identificd si importanta caracterului
marginit (nu neapdrat si continuu si/sau monoton!) al functiei de activare a
neuronilor de pe stratul ascuns. Studiile conduc si la concluzia importanta ca
este suficientd demonstrarea capacitatii de aproximare universald a unei functii
de o singuri variabila pe baza modelului oferit de o retea neurala cu un singur
strat ascuns pentru a putea extinde valabilitatea acestei proprietati si la cazul
functiilor de mai multe variabile!

- efortul cercetatorilor s-a concentrat in special in directia identificarii conditiilor
in care o retea neurald multistrat asigurd aproximarea satisficatoare a unei
functii oarecare. La mijlocul anilor *90 o serie de articole au facut cativa pasi
mai departe, ocupandu-se de posibilitatea ca retelele multistrat sd asigure
aproximarea universala a unor functionale, respectiv operatori®. Din punctul de
vedere al teoriei sistemelor, functionalele pot fi privite ca reprezentand
raspunsul unui sistem la un semnal de intrare oarecare, valabil la un moment
dat precizat. De asemenea, un operator (in cazul cel mai simplu, liniar)
defineste raspunsul sistemului la un semnal de intrare la orice moment de
timp. Ca urmare, existenta unor justificari riguroase referitoare la capacitatea
de aproximare universald a functionalelor §i operatorilor permite ca retelele
neurale sa poatd fi utilizate 1n aplicatii de identificare de sistem (in care
intervine in mod nemijlocit caracterul dinamic), dupa cum capacitatea de
aproximare a unor functii permite rezolvarea problemelor de recunoastere de
forme (pattern recognition), care presupun de reguld un caracter static.

- un aspect care survine in mod natural in discutia referitoare la posibilitatea
aproximadrii unor functii oarecare cu ajutorul modelelor oferite de retelele
neurale de tip feedforward este urmatoarea: existd motive pentru a utiliza retele
care includ mai mult de un singur strat ascuns de neuroni? O justificare
teoreticd general valabild a raspunsului la o asemenea intrebare nu a fost
formulata. Cum atat retelele cu 2 straturi ascunse cat si cele cu 3 straturi poseda
capacitate universala de aproximare rezultd ca trebuie avute in vedere alte
criterii pentru a justifica optiunea pentru una sau alta dintre aceste variante,
cum ar fi influenta dimensiunilor finite ale arhitecturii i bazei de date asupra

‘o functie reprezintd legatura dintre o pereche de numere. O functionald reprezinta
legdtura dintre o functie si un numar, dupa cum un operator reprezintd legatura
dintre doua functii.
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erorii de aproximare, capacitatea de generalizare sau complexitatea calculelor.
Utilizand retele cu 2 si 3 straturi avand acelasi numar tofal de parametri, in
[149] se prezinta o analizd comparativa efectuata pe un set limitat de probleme
de clasificare. Concluziile studiului indica faptul ca, in medie, performante mai
bune se obtin folosind retele cu 2 straturi, insa existd intotdeauna si retele cu 3
straturi capabile sa ofere o calitate a aproximarii comparabila cu cel mai bun
rezultat obtinut cu retele avand 2 straturi. Pe de altd parte, n [164] se
demonstreaza cd rezolvarea unor probleme de inversiune necesita in mod
obligatoriu 2 straturi ascunse. In aplicatiile practice rareori se folosesc retele
avand mai mult de 2 straturi ascunse, exceptia reprezentand-o anumite variante
ale sistemelor autoasociative [49]. Un punct suplimentar in favoarea retelelor
utilizand 3 straturi il constituie posibilitatea ca eroarea de aproximare folosind
un numar finit de neuroni pe straturile ascunse sa poata fi facuta oricat de mica,
spre deosebire de cazul retelelor cu 2 straturi pentru care, asa cum rezultd din
relatia (5. 11), existd o limita inferioard nenula.

5.3 Algoritmul backpropagation

Celebra lucrare a cercetatorilor americani Minsky si Papert amintitd deseori in
paragrafele anterioare referitoare la performantele limitate ale modelului de tip
perceptron a “inghetat” interesul pentru domeniul retelelor neurale pentru aproape
doud decenii. In ciuda elaborarii unor algoritmi adaptivi valabili in cazul filtrelor
discrete liniare (vazute ca cele mai simple exemple de retele neurale), precum si a
existentei unei palete largi de tehnici de optimizare a unor functii
neuronilor localizati in straturile ascunse ale retelelor multistrat — pentru care nu
sunt disponibile valori ale raspunsurilor dorite, precum in cazul celor de la iesire! —
a intarziat mult dezvoltarea acestui domeniu. De-abia in 1986 Rumelhart, Hinton si
Williams au propus o solutie practici de rezolvare a acestei probleme,
“reinventdnd” de fapt un algoritm prezentat inca din 1974 in teza de doctorat a lui
Werbos (intr-un context care nu avea legatura cu domeniul retelelor neurale).
Algoritmul este denumit backpropagation (cu propagare inversa a erorii) $i a
declangat aparitia unei adevarate familii de tehnici de calcul atat a valorilor
interconexiunilor din retelele neurale cét si a altor marimi de interes. Ideea de baza
este de a specula caracterul derivabil al functiei de activare a neuronilor elementari
(In particular, de tip sigmoidal), respectiv al functiei de eroare (in particular, de tip
eroare patraticd), pentru a evalua valorile derivatei functiei de eroare in raport cu
oricare dintre ponderile retelei, utilizand intensiv mecanismul derivarilor succesive.
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In mod concret, raspunsul unui neuron oarecare din structura unei retele neurale de
tip feedforward se poate scrie [76]:

zj = flaj) = fQ wjizi) (5.12)

in care functia f(.) se presupune derivabila iar a; desemneazd activarea neuronului.
In cazul in care neuronii care livreaza semnal citre neuronul cu indicele j sunt
plasati chiar in stratul de intrare atunci variabilele z; vor fi notate cu x;, iar daca
neuronul j este plasat in stratul de iesire atunci vom nota z; = y;.

Algoritmul urmareste minimizarea unei functii de eroare presupuse la randul ei
derivabile, care poate fi scrisa sub forma:

J = Jln] (5.13)

unde indicele n contorizeazd numarul de perechi intrare-iesire dorita existente in
baza de date avutd la dispozitie. Sa presupunem ca pentru fiecare dintre aceste
perechi au fost calculate activarile, respectiv raspunsurile tuturor neuronilor din
retea, pe baza relatiilor anterioare. Observand cé eroarea instantanee J[n] depinde
de o pondere oarecare wj numai prin intermediul activdrii a; aferente neuronului
destinatie j, se poate scrie:

oJ[n] _ &J[n] Oa (5. 14)

ale' oa

j owji

Vom introduce notatia auxiliara:

5.15
5 - aJn] (5.15)
6aj
Din relatia (5. 12) rezulta:
da; (5. 16)
= Zl«
ow

Ji
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astfel Incat se poate scrie:

an] . (5.17)

Nu rdmane de fiacut decat sa identificdim modalitatea de calcul a variabilelor o;
asociate fiecarui neuron din structura retelei. Pentru neuronii plasati in stratul de
iesire rezulta imediat:

_ aJ[n] _

5.18
Ok = g’(ak)M - 18)

day, Vk

Valorile variabilelor & vor rezulta fara dificultate Tn urma precizarii unor forme
concrete ale functiei de activare a neuronilor, respectiv ale functiei de eroare. in
Tabelul 5.2 sunt indicate formulele valabile in cazul functiei de activare de tip
sigmoidal, respectiv al functiei de eroare patratice.

Pentru evaluarea variabilelor §; corespunzatoare neuronilor din straturile ascunse
utilizim metoda derivarilor inlantuite pentru a scrie:

P aJ[n] _ Za/[n] day _ - &J[n] Oay 0z (5.19)

J .
8aj P’

Oajp Oa . Oap 0z Oa
unde indicele k se refera la neuronii catre care neuronul j trimite semnal (Fig. 5.5).
Tinand cont de relatiile (5. 12) si (5. 15) rezulta:

o =g'(aj)2wkj5k (5.20)
k

adica valoarea variabilei & corespunzdtoare unui neuron situat intr-unul dintre
straturile ascunse depinde de valorile aceleeasi variabile aferente neuronilor plasati
“dupa acesta”, adica inspre iesirea retelei. Ca urmare, se pot calcula in mod iterativ
aceste valori pornind dintre iesirea spre intrarea reselei, de unde si denumirea data
algoritmului — cu propagare inversa a erorii (backpropagation).

Nu mai raméane decét sd aplicam relatia (5. 17) pentru a obtine valorile derivatelor
partiale ale erorii instantanee J[n] in raport cu ponderea wj si a utiliza in final
aceastad informatie pentru ajustarea efectivd a ponderii prin intermediul unui
algoritm de optimizare adecvat, in particular de tip scadere dupa gradient.
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Fig. 5.5: Detaliu din arhitectura unei retele MLP

In legatura cu algoritmul descris anterior se pot face o serie de observatii:
oJ[n]
Ji

corespunzatoare prezentdrii unei singure perechi de date intrare-iesire dorita
prin repetarea procedurii de mai sus pentru un numar mai mare de astfel de
perechi, in particular pentru “trecerea in revistd” a Intregii baze de date avute la
dispozitie si de-abia apoi sd se recurgd la ajustarea propriu-zisd a valorilor
ponderilor retelei. Ca terminologie, distingem din acest punct de vedere
antrenarea de tip pattern-by-pattern, de tip block, respectiv de tip batch.
Derivata partiald a erorii totale acumulate se scrie sub forma:

- In practica se prefera acumularea valorilor derivatelor partiale

- 5y aJn] (5.21)

- Inrelatiile anterioare s-a presupus ca pentru simplitate ca toti neuronii din retea
au aceeasi functie de activare. Aceastd cerintd nu este obligatorie, formulele
putand fi modificate cu usurintd in acord cu particularitatile retelei considerate
(de exemplu, in multe situatii functia de activare a neuronilor din stratul de
iesire este liniara).

- subliniem incd o datd caracterul foarte general al analizei anterioare, care
permite obtinerea dupa acelasi principiu si a valorilor altor informatii de interes
exprimate sub forma de derivate partiale (de exemplu, a valorilor matricii
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. 0 PR . .
Jacobian Jy; = 8y k tilizate pentru evaluarea sensitivitatii iesirilor retelei n
i
o . o %7
raport cu fiecare dintre intrari, respectiv ale matricii Hessian ,
ale'ank

ambele fiind folosite In definirea unor tehnici specifice de imbunatatire a
performantelor de generalizare ale unei retele neurale din categoria celor
prezentate in Capitolul 4).

In Tabelul 5.2 sunt prezentate relatiile deduse anterior pentru cazul particular al
unei functii de activare de tip sigmoidal, respectiv al unei functii de eroare de tip
patratic. Este important de observat ca utilizarea unei asemenea functii de activare
aduce cu sine avantajul ca valoarea derivatei se poate exprima comod sub forma:

.22
@ =— s )= f@I- )] (>.22)

9
l+e

5.3.1 Analiza algoritmului backpropagation

Vom enumera in continuare elementele care influenteazd semnificativ
performantele algoritmului backpropagation, ilustrand cauzele unor posibile
rezultate nesatisfacatoare si oferind indicatii utile in aplicatiile practice.

e Functia de activare a neuronului elementar

In mod uzual, aceasta se alege dintre urmitoarele doud variante, prima fiind
bipolara (Fig. 2.2¢) si a doua unipolara (Fig. 2.21):

- ® 1 (5.23)
i) = tanh(@n = = =

l+e l+e *

Au fost raportate rezultate care indica cresteri semnificative ale vitezei de
convergenti in cazul utilizarii unei functii de activare bipolare [57]. In plus,
ajustarea parametrului a (care controleazad valoarea derivatei in origine a functiei)
conform aceleeasi reguli de scadere dupa gradient are uneori efecte benefice, in
special in faza initiala a procesului de invatare. O motivatie elegantd a utilitatii
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unor astfel de functii de activare sigmoidale (in afara de plauzibilitatea biologicd)
se prezinta in [70]. Din punctul de vedere al algoritmului prezentat in Tabelul 5.2,
un avantaj major il constituie relatia simpld dintre functiile f(.) si derivatele de
ordinul I ale acestora (de exemplu, dfy(x)/dx = af,(1-f>)), care conduce la evaluarea
rapida a variabilelor 9.

In aplicatii de clasificare se utilizeazi deseori functia denumiti soffmax, care
permite interpretarea iesirilor retelei neurale ca probabilitati conditionate [27]:

X, (5.24)

e 1

S(xi) =

e J

Derivata functiei de activare are un efect semnificativ asupra vitezei de
convergentd. Observatia elementard potrivit cdreia modificarea ponderilor unui
neuron (direct proportionald cu marimea derivatei) este neglijabila pentru semnale
de intrare de amplitudine mare (pentru care derivata practic se anuleazd) a impus
cresterea artificiald a valorii derivatei. Astfel, simpla adaugare a unei constante
pozitive mici la valoarea reald a derivatei a permis in unele situatii reducerea la
jumatate a timpului de antrenare a retelei [57].

Tabelul 5.2: Algoritmul backpropagation

Variabile si parametri:

Numarul de straturi: L

Numarul de neuroni pe stratul 1*: c®

Vectorul de intrare la iteratia n: X[n] = {-1 x;[n] x2[n] ... xp[n]}"
Vectorul ponderilor unui neuron WO [n]

din stratul I la iteratia n:

Raspunsul dorit la iteratia n: d[n]

Vectorul nivelelor de activare ale a® [n]

neuronilor din stratul 1 la iteratia n:
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Vectorul iesirilor neuronilor din stratul 2" [n]
| la iteratia n:

Vectorul  valorilor  locale  ale 8" [n]
gradientului  functiei de  eroare

corespunzator neuronilor din stratul I la
iteratia n:

Vectorul iesirilor retelei la iteratia n:

y [n] = [y:[n] y2[n] ... yo[n]}"

Vectorul erorilor retelei la iteratia n:

e [n] =[ei[n] es[n] ... eg[n]}"

Constanta de invatare:

0<n<l

Initializare:

Valori initale ale ponderilor:

Valori aleatoare mici

Calcul iterativ (n = 1, 2,...) pentru propagarea inainte: 1=1,2, ... L

Nivelul de activare al neuronului j din
stratul | la iteratia n:

(G))

a;O1n= 3 wiOlnlziln]
i=0

lesirea neuronului j din stratul 1 la
iteratia n:

1

1+ e_a-/(l)[n]

2,0 =

Eroarea corespunzatoare iesirii
neuronului j din stratul 1 la iteratia n:

ejln]=d;[n]-y;n]

Calcul iterativ (n = 1, 2,...) pentru pro

agareainversa:1=1,2, ... L

Se calculeazd wvalorile locale ale
gradientilor functiei de eroare la
iteratia n**:

;B n1 = v ;n)(1 - y j[nDe [n]
;D) =z, O -z, O x

% z5k(l+1)[”]wkj(l+l)[”]
k

Se ajusteaza valorile ponderilor care
unesc neuronii din stratul 1 cu cei din

stratul (1-1):

wi D +11=w; D1+

+ 775]’(1)2;'(1_1)["]

* numarul intrarilor in retea este P = C?), iar dimensiunea stratului de iesire este Q
— C(L)

** |imita superioard a sumei dupi k poate fi cel mult C**", insi nu este obligatoriu
ca un neuron sa fie conectat la toti neuronii din stratul urmator
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* Functia de eroare

Dupa cum s-a mai amintit, scopul urmarit prin antrenarea unei retele neurale este
de a modela procesul care a generat perechile de date intrare-iesire disponibile si
nu de a memora aceste date. Descrierea cea mai completd a acestui proces se face
in termenii densititilor de probabilitate. Dupd cum s-a aratat in Capitolul 2,
motivatia utilizarii celor mai multe dintre functiile de eroare uzuale este oferitd de
reprezintd o metoda de estimare parametricd a densititii de probabilitate a unui
proces aleator pe baza unui set finit de date [24].

In forma generald, functia de eroare se poate scrie sub forma:

J:ZZ‘dji_yj(Xi,w)R (5.25)
i J

unde y; desemneaza vectorul valorilor de iesire din retea, W reuneste totalitatea
parametrilor retelei (ponderi si valori de prag), iar i indexeaza seturile de perechi
intrare-iesire din baza de date disponibila. Pentru R=2 se obtine eroarea patratica.

Observatie: a) eroarea patratica este extrem de sensibila la prezenta unor
erori individuale mari (outliers). Performante superioare se obtin folosind
tipuri de distante cu R<2 (de exemplu distanta Manhattan, pentru care R=1).

b) functia de eroare definitd anterior este specificd modului de antrenare de
tip batch (ajustarea parametrilor retelei se face dupa fiecare prezentare
integrala a bazei de date disponibile).

Este important de subliniat cd aspectul functiei de eroare — suprafata
multidimensionald cu numeroase minime locale — este independent de algoritmul
de invitare! Ca urmare, vom intalni aplicatii ce pot fi caracterizate ca fiind simple
sau complicate in functie de natura concretd a dependentei intrare-iesire ce trebuie
modelata si de baza de date disponibila, iar gradul de dificultate va fi acelasi
indiferent de natura algoritmului de antrenare utilizat. De altfel, dupa cum indica
asa-numitele teoreme de tip No Free Lunch [181] amintite in Capitolul 4, in lipsa
unor constrangeri predefinite si calculdnd in medie performantele pentru totalitatea
sarcinilor ce ar putea fi rezolvate de catre o retea neurald, nici nu exista diferente
sistematice intre diversii algoritmi de invétare.

Existd mai multe surse de aparitie a minimelor locale ale unei functii de eroare.
Una dintre acestea este legatd de tipul functiei de activare utilizate. Astfel,
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utilizarea unei functii sigmoidale care tinde asimptotic dar nu atinge niciodata
limitele uzuale {-1, 1} in care se plaseazd gama dinamica a valorilor farget poate
conduce la aparitia un rminime locale. O alta sursa o reprezintd natura concretd a
bazei de date: exemplare neseparabile liniar nu pot fi invatate perfect folosind
retele fard straturi ascunse. In acest context meritd amintite rezultatele riguroase
care indicad absenta minimelor locale in cazul retelelor capabile sa clasifice corect
date apartinind unor categorii separabile liniar [69].

e Initializarea valorilor ponderilor

Dupa cum s-a aratat anterior, functia de eroare patraticd asociata unei retele neurale de
tip multistrat — vazuta ca functie dependentd de ansamblul parametrilor retelei — se
prezinta sub forma unei hipersuprafete cu aspect complicat, caracterizata de regula
prin prezenta unui ansamblu de valori minime locale care insotesc valoarea minima
absolutd. Desi 1n unele situatii cantonarea intr-o astfel de solutie suboptimald poate fi
justificata prin compromisul dintre performantele obtinute si viteza de convergenta, de
cele mai multe ori sunt necesare teste repetate pornind din conditii initiale diferite
pentru a ajunge la rezultate satisfacatoare. Este adevarat ca exista posibilitatea ca, prin
alegerea adecvata a arhitecturii retelei, sd diminuadm uneori sansa aparitiei unor astfel
de minime locale [69], insd problema alegerii valorilor initiale ale ponderilor raméane
una foarte important. In literatura se intdlnesc numeroase solutii, de cele mai multe
ori nejustificate teoretic si testate numai pe cazuri particulare de aplicatii. Cea mai des
intalnitd indicatie este aceea de a alege valori initiale aleatoare ale ponderilor retelei,
justificatd de pricipiul “spargerii simetriei” (breaking the symmetry [157]), bazat pe
observatia ca initializarea cu valori identice nu poate conduce la “dezvoltarea” unor
parametri catre valori finale diferite (si cerute ca atare de aplicatia considerata). Un alt
indiciu este furnizat de necesitatea de a preintdmpina saturarea prematura a iesirilor
neuronilor si deci scaderea vitezei de convergenta in cazul utilizarii algoritmilor de tip
scadere dupa gradient, de tipul backpropagation (in zonele de saturatie ale functiei de
transfer de tip sigmoidal valoarea derivatei este foarte redusd si, in consecinta,
ajustarea valorilor ponderilor este practic nesemnificativa).

Cele mai multe studii experimentale conduc la concluzia comuna ca valorile initiale
ale parametrilor retelei neurale trebuie alese in mod aleator, dintr-o gama de valori

repartizate uniform in intervalul [-a/,/F; , a/ \/E ], unde F; desemneaza numdrul total

de intrdri intr-un neuron (fan-in), iar a este o constantd pozitiva, aleasd tipic in
intervalul [2, 3]. De asemenea, in mod orientativ, valoarea semnalului total de intrare
intr-un neuron cu functie de activare sigmoidald se poate lua in jurul lui 1 [25], pentru
a asigura functionarea acestuia intr-o zond in care amplitudinea derivatei este
semnificativa.
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e Numarul de neuroni din straturile ascunse

Lipsa unor teoreme constructive care sa indice in mod clar dimensiunile (numar de
straturi i numar de neuroni pe fiecare strat) unei retele neurale utilizate intr-o aplicatie
datd constituie in continuare una dintre limitarile majore ale acestora si sursa a
numeroase critici indreptatite. Dupa cum s-a ardtat intr-unul dintre paragrafele
anterioare, rezultate teoretice riguroase demonstreaza ca retelele feedforward cu 3
straturi, respectiv cele cu numai 2 straturi $i cu numar foarte mare de neuroni in stratul
ascuns poseda capacitate de aproximare universala. Problema aproximarii simultane
atat a unei functii multidimensionale oarecare cit si a derivatelor partiale ale acesteia a
fost de asemenea abordatd [86], datoritd aplicatiilor posibile (controlul miscarii
robotilor, analiza seriilor de timp haotice). In paragraful (5.2) a fost prezentatd o
explicatie intuitivd bazatd pe considerente geometrice a rolului jucat de neuronii
plasati in straturile ascunse ale unei retele multistrat, justificandu-se in acest fel
capacitatea de modelare superioara a celor avand 2 astfel de straturi. Un rezultat
interesant a fost prezentat in [164] 1n legaturd cu asa-numita problema de modelare
inversa, formulata in felul urmator:

Dandu-se o functie continui f: R™ — R™ | o submultime compacta U < RM si
valoarea reald e, si se giseascd functia ¢ : R™ — R™ astfel incat si fie
indeplinita relatia:

le(f@)-u|<e, ueU (5.26)

Aceastd problema apare in aplicatii de miscare mecanica, sub forma concretd a unei
ecuatii de tipul x[n] = f{x[n-1], u[n]}, In care este necesard deducerea semnalului u[n]
in functie de variabila x[n], pentru o valoare dati a vectorului x[n-1]. Se poate
demonstra ca o retea neurald statici avand un singur strat ascuns nu garanteaza
rezolvarea unor astfel de probleme, pe cand cele cu 2 straturi ascunse asigura o solutie
indiferent de natura particulara a parametrilor implicati.

Un alt rezultat interesant indicd faptul ca un set de N perechi intrare-iesire pot fi
invatate perfect daca folosim o retea cu un singur strat ascuns in care sunt plasati
(N-1) neuroni [88]. Rezultatul este dificil de folosit in aplicatiile practice realiste,
deoarece dimensiunile arhitecturii ar deveni exagerate. in [69] se demonstreaza ca
retelele cu structurd "piramidala” (la care numarul de neuroni descreste dinspre stratul
de intrare spre cel de iesire) sunt lipsite de minime locale ale functiei de eroare. Ca o
indicatie practica, sunt de preferat retelele care includ un numar de intrari mult mai
mare decat cel al neuronilor de pe primul strat ascuns.
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e Tehnici de optimizare

Functia de eroare in cazul unei retele neurale de tip perceptron multistrat este o functie
multidimensionald neliniard ai carei parametri sunt valorile interconexiunilor si
pragurilor neuronilor elementari. Un algoritm de antrenare oarecare urmareste
modificarea acestor parametri in sensul evolutiei erorii cétre valoarea minima.
Reprezentarea geometrica a acesteia pune in evidenta, de regula, prezenta unui minim
global si a unui numar de minime locale ca in Fig. 5.6. Elaborarea unui algoritm de
antrenare adecvat se bazeaza pe tehnici de optimizare neliniard. Variantele utilizate in
prezent se incadreaza intr-una din urmatoarele 2 categorii:

a) metode 1n care functia de eroare descreste sau ramane constantd de la o iteratie la
alta, fard posibilitatea de a creste temporar. Dezavantajul acestora constd in
imposibilitatea de a "evada" din minimele locale. Exemple din aceasta categorie sunt
algoritmul denumit conjugate gradients, cele de tip quasi-Newton, precum i varianta
bloc (batch) a algoritmului de scadere dupa gradient [76].

b) metode in care eroarea evolueazd in medie catre valoarea minima, permitind
cresteri temporare ale valorii acesteia. Din aceastd categorie amintim varianta
secventiald (pattern-by-pattern) a algoritmului de scadere dupa gradient si varianta
backpropagation cu moment [76].

Multe dintre metodele performante de optimizare neliniara fac apel la aproximari
locale patratice ale functiei de eroare, in care alaturi de matricea Jacobian, care
reuneste derivatele partiale de ordinul I ale acesteia, intervine si matricea Hessian,
formata din derivatele partiale de ordinul II: algoritmul conjugate gradients si varianta
sa scalatd, precum si algoritmul Levenberg-Marquardt [24].

Minime locale

w A\ S o

Minim global

! —»

W W
opt

Fig.5.6: Aspect tipic al functiei de eroare
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* Dimensiunea setului de date si modalitatea de antrenare

Exista 2 modalitati distincte de antrenare a unei retele de tip perceptron multistrat cu
ajutorul algoritmului backpropagation. Prima consta in modificarea setului de ponderi
dupa fiecare prezentare a cate unei singure perechi de date intrare-iesire (pattern
mode). Alternativ, ponderile pot fi ajustate dupd prezentarea intregului set de date
avute la dispozitie (batch mode), o iteratie de acest tipfiind denumitd epocd de
antrenare. Varianta optima depinde de aplicatia data, insd se recomanda ca in prima
varianta perechile sa fie prezentate intr-o ordine aleatoare, pentru a evita ca, in caz
contrar, reteaua sd “considere” in mod fals cd datele de lucru prezintd un caracter
periodic intrinsec. Din punct de vedere practic, este de dorit ca perechile intrare-iesire
folosite in procesul de antrenare sa fie cat mai diferite, pentru ca reteaua sa aiba la
dispozitie un numar de “scenarii” cit mai reprezentativ pentru problema concreta
considerata. In acest scop, in setul de antrenare se insereazi cateodata (mai ales atunci
cand baza de date este redusd sau puternic redundantd) si date provenind din
suprapunerea unor nivele de zgomot peste valorile originale, capacitatea de
generalizare a retelei imbunatatindu-se.

Dimensiunea bazei de date D folosite in procesul de invatare este de asemenea extrem
de importantd. Un rezultat teoretic binecunoscut exprima legitura dintre acest
parametru, numadrul de ponderi ale retelei Ny si valoarea finala a erorii patratice
medii J(00) sub forma D = Ny/J(c0) [19]. Mai mult, impdrtirea judicioasa a bazei de
date initiale intr-un set de antrenare si altul de validare este hotaratoare in obtinerea
unor performante de generalizare satisfacitoare. Existd rezultate teoretice care
justifica alegerea dimensiunii setului de validare la aproximativ 10% din baza de date
originala [7].

In [89] este prezentati o analiza referitoare la influenta dimensiunilor bazei de date
asupra functiei de eroare atasate retelei neurale. Se constatd ca in cazul unor seturi
reduse de perechi intrare-iesire aspectul acestei functii este caracterizat de prezenta
unor “paliere” extinse, Intrerupte din cand in cénd de pante de scédere foarte
abruptd. Pe masurd ce dimensiunea bazei de date creste, aspectul suprafetei de
eroare devine mai regulat.

5.3.2  Variante ale algoritmului backpropagation

Dupa cum s-a ardtat anterior, retelele statice multistrat antrenate cu varianta
standard a algoritmului backpropagation prezinta 2 dezavantaje majore, anume
viteza redusd de convergentd si posibilitatea cantondrii in solutii suboptimale,
corespunzatoare unor minime locale ale functiei de eroare. Pentru a le diminua au
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fost propuse numeroase solutii practice, cu un grad de eficientd si de generalitate

variabil, concentrate atat pe folosirea unor arhitecturi diferite de cea multistrat

traditionald, cat si pe algoritmi de Invatare mai performanti. Din punctul de vedere

al arhitecturii sistemului, mentiondm varianta denumitd cascade-correlation

propusa de Fahlman si Lebiere [57] (amintitd i In contextul tehnicilor constructive

prezentate In Capitolul 4), precum si retelele modulare [x], subliniind totodata

indicatia de a utiliza arhitecturi “piramidale” (in sensul unui numdar de neuroni

descrescator dinspre intrarea spre iesirea retelei) pentru a evita aparitia minimelor

locale in functia de eroare [69].

In ceea ce priveste algoritmii de invitare, meriti mentionate o serie de indicatii

rezultate din aplicatiile practice care oferd posibilitatea de a creste viteza de

convergenta [76]:

- parametrii adaptivi ai retelei (ponderi si valori de prag) trebuie sa aiba
constante de adaptare individuale

- valorile constantelor de adaptare trebuie sia poata fi modificate pe parcursul
procesului de invitare

- daca gradientul functiei de eroare in raport cu un parametru al retelei are
acelagi semn pentru citeva iteratii sucesive atunci valoarea constantei de
adaptare corespunzatoare acelui parametru trebuie marita

- in mod asemanator, daca valoarea gradientului alterneaza ca semn pentru
cateva iteratii succesive atunci constanta de adaptare corespunzatoare trebuie
sa fie micgorata

In literatura au fost propuse cdteva variante imbunititite ale algoritmului

backpropagation care tin cont de observatiile anterioare, dintre care mentionam:

A. Algoritmul backpropagation cu moment

O serie de rezultate experimentale au demonstrat ca viteza de convergenta a
algoritmului clasic de tip scadere dupa gradient poate fi crescutd considerabil prin
includerea unui termen suplimentar in relatia care defineste regula de ajustare a
parametrilor unui astfel de sistem adaptiv, sub forma [152]:

AW[n] = - n—(j‘] 7] | pawWln—1] (5-27)

Win]

unde constanta pozitiva a este denumita constantd de moment. Dupa cum s-a aratat
in Capitolul 3, necesitatea practica de a lucra cu valori estimate $i nu cele exacte
ale gradientului functiei de eroare face ca procesul de convergenta al parametrilor
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unui sistem adaptiv bazat pe algoritmul standard si fie caracterizat prin aparitia
asa-numitului zgomot de gradient (cu atit mai accentuat cu cat valoarea constantei
de adaptare m este mai mare), manifestat prin oscilatii de o parte si de alta a
directiei reale a acestuia. Includerea termenului de moment are rolul de a filtra intr-
o0 oarecare masura aceste oscilatii, ghiddnd mecanismul de adaptare in directia cea
bund.

O analiza elegantd a acestui algoritm se prezintd in [152] si se bazeaza pe o
analogie mecanica. Astfel, sd consideram un corp de masa m, care se misca intr-un
mediu vascos caracterizat de constanta de frecare p sub actiunea unui camp de
forte conservative’ avand energia potentiala J. Ecuatia care descrie miscarea este:

s @ (5. 28)
w2 Ya T

unde x desemneaza coordonatele spatiale. Se observa usor cd relatia precedenta
devine identica in cazul particular m = 0 cu versiunea analogicd a algoritmului
standard de tip scadere dupa gradient:

aw _ o) (5.29)
a  Tow

Pentru a stabili legitura dintre relatiile (5. 27) si (5. 28) apelam la discretizarea
acesteia din urma, sub forma:

" X(¢ + At) +x(t — At) —2x(2) p X(+At)—x(?) _ _aJ (5.30)
(At)? At ox

care in urma unui calcul elementar se poate rescrie sub forma:

(> & m [ (5.31)

X(t + At —x(f) = — PR — x(1) - x(1 — A1)]

Introducéand notatiile:

> Un camp de forte conservative F este descris de relatia F(x) = - grad (J(x))
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~ (At)2 L _m (5.32)
m+ uAt’ m+ uAt

rezulta ca relatile (5. 27) si (5. 28) coincid, constanta de moment o jucand rolul

masei m. Fard a prezenta demonstratiile riguroase din [152], mentionim numai

concluziile rezultate, care oferd indicatii practice importante:

- in cazul analogiei anterioare bazate pe abordarea analogica, se poate demonstra
ca viteza de convergenta creste daca este indeplinita conditia:

2 (5. 33)
ki <';l—
m

unde k; sunt valorile proprii ale matricii Hessian

(matricea este
xl@x j

pozitiv definita si, ca urmare, k; > 0). Mai mult, viteza maxima de convergenta

catre valoarea minima a functiei de cost corespunzdtoare (in cazul mecanic,

suma energilor cinetica §i potentiald, iar In cazul sistemului adaptiv functia de
2

eroare) se obtine pentru k; = ’Z— Este important de subliniat ca procesul de
m

convergenta catre o valoare minima (nu neaparat unicd!) a functiei de cost se
petrece indiferent de valorile (pozitive) ale parametrilor m §i p, respectiv 1 si a.

- prin discretizarea ecuatiilor diferentiale analizate anterior in jurul unui punct de
echilibru se obtin ecuatii cu diferente cu o forma principial asemdndtoare.
Exista insd o deosebire fundamentala: procesul de convergentd este garantat
numai dacd sunt indeplinite conditiile || < 1 si 0 < nk; < 2+2a. In plus,
valoarea optima a constantei de moment este:

o= (1_\/77_ki)2 (5.34)

In aplicatiile practice valoarea parametrului o se alege in limitele 0.7-0.9.
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B.  Algoritmul delta-bar-delta

O modalitate concreta de a satisface cerintele enumerate la inceputul paragrafului
constd in modificarea valorii constantei de adaptare asociate unei ponderi wi;
conform relatiei [76]:

aJ[n] aJ[n—1] (5. 35)
omz[n] dmygln—1]

Anjjln+1]=y

unde constanta pozitivd y controleaza amplitudinea ajustarii valorii curente. Este
evident ca in situatiile in care semnul derivatei partiale a erorii se mentine pentru 2
iteratii consecutive constanta de adaptare se mareste, iar In cazul alternantei
semnelor valoarea se diminueaza. Aceastd variantd este denumitd delfa-delta si
intuitiv poate fi considerata atractiva, insa prezinta propriile sale neajunsuri: valori
succesive cu acelasi semn dar de amplitudine mica ale gradientului functiei de
eroare vor conduce la ajustari nesemnificative ale constantelor de adaptare,
respectiv valori succesive ale gradientului cu semne diferite i de amplitudine mare
vor micsora drastic aceleasi constante de adaptare. O solutie superioara este oferita
de algoritmul denumit delta-bar-delta, al carui mod de operare este descris prin
relatiile:

5.36
k, dacd Sy[n—-1]— - ofnl o (530
ow;iln]
8J[n]
Angiln+1]=<-Bn;;[nl, daca S;[n—1]——
y y ij awlj[ ]
0, in celelalte cazuri

in care variabila S;j[n] defineste o suma ponderatd (intr-o manierd exponentiala) a
valorilor curentd i anterioare ale gradientului functiei de eroare, conform relatiei:

aJ[n—1] (5.37)

Sl =(1-a) gl +aSji[n—1]

Pe baza relatiilor anterioare putem observa cd, intr-o manierd asemanatoare
variantei delta-delta, valorile constantei de adaptare cresc sau descresc dupa cum
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semnele gradientului functiei de eroare la momentul curent si al sumei ponderate
Sij de la momentul anterior coincid sau sunt diferite. Deosebirea esentiald consta in
faptul ca procesul de crestere a valorii constantei de adaptare este liniar, cu pas fix,
pe cand procesul de descrestere este exponential (si deci rapid), dependent de
valoarea curenta a acestei constante.

C. Algoritmul RPROP

Reamintim cd ajustarea unui parametru oarecare w folosind principiul scaderii
. . .. oJ[n . - A
dupa gradient se face pe baza relatiei Aw[n]= —nﬁ. Se observa usor ci, in
n
realitate, nu este suficient sd controlam cu atentie numai valorile constantei de
adaptare 1 caci ceea ce conteazd este modul in care se modificd produsul dintre
constanta M si valoarea gradientului. Pe baza acestei constatiri a fost introdus
algoritmul denumit RPROP (resilient prapagation) [154], care porneste de la
definirea unui parametru atasat fiecarei ponderi a retelei neurale care indica
valoarea cu care se efectueaza ajustarea acestei ponderi la un moment dat:

. oJ[n] oJ[n—1] .0 (5.38)
8wl-j[n] awij[n —1]

oJ[n] dJ[n-1] <0

8wl~j[n] 8wl~j[n —1]

ntAy[n=1], dac

Ajj[n] = U_Al-j[n—l], daca

Ajjln—-1], in celelalte cazuri

in care 0 <1~ <1 <m". Modificarea ponderilor retelei neurale va fi:

5.39
~Agln-1], daca 5 g (>-39)
ow;j[n]
. dJ[n
wl-j[n] = Al-j[n—l] , daca 6w;[r]z] <0

0, in celelalte cazuri
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oJ[n] dJ[n-1]
“ratatd” un minim al functiei de eroare din cauza unei ajustiri de amplitudine prea
mare) valoarea ponderii revine la cea anterioara Awl-j[n] =- Awij[n —1], dupa care

cu observatia suplimentara ca in cazul in care <0 (adica a fost

pasul A;[n] se micsoreaza.

In practica algoritmul porneste de la o valoare initiala A, (aleasd proportional cu
amplitudinea initiald a ponderilor retelei) si permite o variatie intr-o gama dinamica
e . . . + . —
predefinita [Amin, Amax]- De cele mai multe ori alegerea parametrilor n° si 1~ nu este

criticd, valorile recomandate in [x] fiind ™ =0.5sin" = 1.2.

5.4 Antrenarea retelelor MLP folosind filtrul Kalman

Viteza de convergentd scazutad reprezinta, aldturi de posibilitatea cantonarii
in valori suboptimale ale parametrilor (corespunzitoare unor minime locale ale
functiei de eroare), unul dintre principalele dezavantaje ale algoritmilor de invatare
ocoli acest neajuns este de a utiliza pentru antrenare filtrul Kalman, transformand
astfel procesul de adaptare intr-un proces de estimare optimald a setului de
parametri ai retelei. Relatiile care definesc acest algoritm au fost prezentate pe larg
in Capitolul 3 referitor la studiul retelelor neurale liniare, astfel incat in cele ce
urmeaza ne vom concentra asupra aspectelor specifice utilizarii acestui instrument
in contextul retelelor statice de tip MLP, mentionand inca de la inceput ca prezenta
neliniaritatilor va influenta modul de operare si performantele algoritmului. Astfel,
s consideram un sistem dinamic liniar descris prin ecuatiile de stare:

x[n+1]= ®[n+1,n]x[n]+vy[n] (5. 40)
y[n] = Cln]x[n]+ v [n]

in care ®[n+1,n] desemneaza matricea de tranzitie a starilor, v|[n] este zgomotul de
proces, modelat ca un proces aleator de tip zgomot alb cu valoare medie nula si
matrice de autocorelatie Q;[n], C[n] este o matrice asociatd procesului de masura,
iar v,[n] este zgomotul de masura, considerat de asemenea cu valoare medie nula si
matrice de autocorelatie Q,[n]. Matricile ®[n+1,n] si C[n] se considera cunoscute,
iar procesele aleatoare v|[n] si v,[n] sunt statistic independente.
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Modul de operare al filtrului Kalman conduce la obtinerea unei valori estimate a
vectorului de stare optimd din punctul de vedere al erorii patratice medii si se
bazeaza pe utilizarea recursiva a relatiilor de mai jos:

Pln+1] = (I)[n-l-l,n]P[n](I)H[n+1,n]+Q1[n] (5.41)
G[n] = ®[n +1,n]P[n]C[n]? (C[nIP[n]C[n]? +Qqn™t (542
P[n]=P[n—1]" —=®[n,n+11G[n]C[n]P[n-1]" (5.43)

(5.44)

X[n] = X[n]" +G[n](y[n] - C[n]X[n] )

in care G[n] este denumit cistig Kalman. In cazul in care sistemul dinamic
considerat este neliniar, ecuatiile de stare care 1l descriu capata forma:

x(n+1]= f(x[n])+ vq[n] (5. 45)
yln] = h(x{n])+ vo[n]

in care functiile neliniare f(.) si h(.) sunt considerate diferentiabile si se presupune
ca sunt cunoscute. Utilizarea ecuatiilor care definesc filtrul Kalman devine posibila
in acest context neliniar prin /liniarizarea ecuatiilor de stare in jurul punctului
curent de functionare, inlocuind practic sistemul neliniar printr-unul liniar variabil
in timp. In mod concret, in relatiile (5.22)-(5.25) se efectueaza inlocuirile
prezentate mai jos, obtindndu-se in acest mod aga-numitul filtru Kalman extins
(Extended Kalman Filter — EKF) [77]:

®n+l,n] = R[n] ~ (. 46)
X
Oh
Cln] = P b

Se pot face o serie de observatii importante referitoare la algoritmul EKF:

- daca versiunea standard a filtrului Kalman, valabild pentru sisteme liniare, se
bucurd de performante optime din punctul de vedere al valorilor estimate ale
vectorului de stare acestea nu se transmit automat si spre versiunea sa extinsa
la cazul neliniar. Algoritmul EKF este pur si simplu un algoritm de estimare
capabil sd conducé de cele mai multe ori foarte rapid la solutii de buna calitate
intr-o serie de aplicatii.



5.4 Antrenarea folosind filtrul Kalman 141

- singurii parametri disponibili pentru a controla evolutia filtrului Kalman sunt
valoarea initiald a matricii de covariantd a erorii de estimare P[0] si matricile
de autocorelatie Q;[n] si Q[n]. Alegerea unor valori mari ale acestora are
efectul micgordrii castigului Kalman, operatiune oarecum aseméanatoare
micsorarii constantei de adaptare din cazul algoritmilor de tip scadere dupa
gradient.

Utilizarea algoritmului EKF pentru ajustarea ponderilor unei retele statice de tip
perceptron multistrat se bazeaza pe o formulare particulara a ecuatiilor (5. 45) sub
forma:

Wn+1]= W[n] (5.47)
yln] = h(x{n], W[n])+ v, [n]

din care rezulta ca vectorul W care reuneste intregul set de ponderi ale retelei joaca

rolul vectorului de stare, matricea de tranzitie a starilor este o matrice identitate, iar

matricea de autocorelatie Q;[n] = 0. Utilizarea practica a algoritmului trebuie sa
tina cont de urmétoarele elemente:

- desi In formularea originald a filtrului Kalman, respectiv a variantei sale
extinse, se presupune cd matricile de autocorelatie ale zgomotelor Q[n] si
Q;[n] sunt cunoscute, in realitate aceste marimi trebuie estimate pe baza
datelor disponibile. In literatura au fost propuse o serie de metode de estimare
bazate pe impunerea unor modele statistice (de regula, de tip autoregresiv —
AR) referitoare la procesul aleator x[n] [90], [130].

- in multe aplicatii practice se dovedeste totusi utila introducerea in expresia
primei ecuatii din (5.28) a unui termen reprezentand zgomotul de proces,
precum in formularea standard din relatia (5. 45). Rolul acestui termen este
dublu: pe de o parte se elimind problemele de metodd numericd asociate
sistemului de ecuatii care defineste filtrul Kalman (legate in special de
necesitatea asigurarii caracterului pozitiv definit al matricii de covariantd P[n]
definita prin relatia (5.24)), pe de alta parte cresc sansele ca valorile vectorului
de stare sa “evadeze” din minimele locale ale functiei de eroare (in mod
oarecum asemdanator utilizarii variantei “cu moment” a algoritmului
backpropagation).

In cele ce urmeaza prezentam cateva aspecte suplimentare referitoare la utilizarea
algoritmului EKF in antrenarea retelelor neurale statice:
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A. Variante ale algoritmului EKF

Dezavantajul major al filtrului Kalman, transmis si variantei sale extinse, se refera
la volumul mare de memorie necesar stocdrii variabilelor de lucru, in special a
matricii de covariantd a erorii de estimare P[n]. Dimensiunile acesteia sunt
proportionale cu patratul numarului de ponderi ale retelei, care face ca in aplicatii
practice uzuale aplicarea algoritmului sa fie extrem de costisitoare. In literaturd au
fost propuse o serie de variante simplificatoare, care reduc in mod substantial
volumul de calcul si de memorie necesar, dintre care enumeram metodele DEKF
(Decoupled EKF) [151], MEKA (Multiple EKF) [161] si Dual EKF [130].

e DFEKF: Aceastd variantd se bazeaza pe partitionarea vectorului care reuneste
ponderile retelei 1n subgrupuri care sunt considerate independente
(“decuplate”), astfel incit matricea globalad de covariantd P[n] se poate aranja in
formd bloc-diagonala. in acest fel, relatiile recursive care definesc filtrul
Kalman la nivel global se pot “sparge” intr-un set de ecuatii de acelasi tip,
valabile 1nsd pentru vectori de stare care reunesc subseturi de ponderi ale
retelei neurale. Eficienta metodei din punct de vedere al resurselor de calcul
necesare va depinde de modalitatea particulard de definire a subgrupelor de
parametri (de exemplu, ponderile retelei se pot grupa pe straturi, pe neuroni
individuali sau, la limita, fiecare pondere in parte poate fi consideratd ca
reprezentand un grup de sine statator).

e MEKA: Varianta se bazeaza pe considerarea fiecarui neuron din retea ca un
subsistem independent, pentru care se urmdreste minimizarea unei functii de
eroare definite local (in particular, metoda prezintd avantajul ca in ecuatia de
tipul (5. 42) care defineste castigul Kalman nu mai apare o inversare de
matrici, ci o Tmpartire printr-un scalar).

o Dual EKF: Cea de a treia variantd, utilizatd cu precadere in aplicatii de
predictie, n particular pentru analiza semnalelor vocale, utilizeazd o pereche
de filtre Kalman, unul bazat pe modelarea prin ecuatii de stare a procesului
aleator supus predictiei, iar celdlalt responsabil cu modelarea vectorului de
ponderi ale retelei, dupa metoda descrisa mai sus.

Toate aceste solutii conduc la reduceri substantiale ale resurselor de calcul necesare

si s-au dovedit exrem de utile In numeroase aplicatii practice importante referitoare

la prelucrarea semnalelor vocale, control neliniar sau predictie. O serie de aspecte

de ordin practic merita subliniate:

- toate aceste variante ale algoritmului standard se bazeazd pe ipoteza
simplificatoare cd (grupe de) parametri ai retelei sunt independente din punct
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de vedere statistic. Faptul este valabil pentru retele avand un singur strat, insa
este dificil de generalizat in cazul arhitecturilor multistrat.

- datoritd mecanismului propriu de operare al filtrului Kalman, este posibil ca
retelele neurale antrenate prin acest procedeu sd asigure si posibilitatea de
urmarire a evolutiilor lente ale dependentei functionale intrare-iesire modelate.

- un aspect extrem de important si care nu este Intotdeauna tratat cu suficienta
atentie se refera la modalitatea de estimare a valorilor dispersiei zgomotului din
relatia (5. 47), dependenta de reguli de aplicatia practica studiata. In literatura
sunt descrise o serie de metode concrete referitoare in special la aplicatii de
prelucrare a semnalelor vocale, bazate pe luarea in consideratie a unor modele
statistice consacrate sau pe tehnici de reestimare periodica pe durata procesului
de antrenare a retelei [130].

B. Imbunatdtirea capacitditii de generalizare

Intr-o serie de articole recente a fost abordata si problema imbunatatirii capacitatii
de generalizare a retelelor neurale folosind filtrul Kalman [165], [166]. Dupa cum
s-a ardtat in Capitolul 3, metodele avute la dispozitie In acest scop se incadreaza
intr-una dintre urmatoarele 2 variante: a) tehnici constructive, de tip learn-and-
grow sau pruning; b) introducerea unui termen de regularizare in formularea
functiei de cost supuse minimizarii. Articolele mentionate se referd la tehnica de
pruning si se bazeazid pe posibilitatea de a identifica seturi de ponderi
nesemnificative (a caror eliminare nu va conduce la o marire sensibild a erorii)
folosind informatiile puse la dispozitie de metodologia specifica de lucru a filtrului
Kalman. in mod concret, notind cu P, valoarea finald a matricii de covarianti a
erorii de estimare (adica P,, = [;jm P[n]), considerand matricea de autocorelatie a
n—>00
zgomotului de proces Q[n] = gl (I este o matrice unitate de dimensiune adecvata si

q o valoare scalara pozitivd) si notand prin Wk vectorul obtinut prin punerea pe

zero a ponderii de pe pozitia k din vectorul de ponderi rezultat in urma procesului
de antrenare folosind filtrul Kalman (restul valorilor ramanand nealterate) se poate
arita ca modificarea erorii de aproximare ca efect al elimindrii ponderii k este’:

ATy ~ q(Poo‘z )Wk (5. 48)

6 . e A 1 A . .. ...
Relatia este valabild 1n conditiile in care valorile proprii ale matricii Py, >>q
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Relatia de mai sus oferd un criteriu de ordonare a ponderilor retelei in raport cu
importanta lor din punctul de vedere al asigurdrii capacitatii de aproximare a
procesului aleator masurat, astfel incat se vor putea elimina Tn mod justificat
(grupe) de parametri nesemnificativi. Conditiile in care a fost dedusd relatia
anterioara se referd la existenta unui model de buna calitate si a unei baze de date
suficient de mari.
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